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2. 利用 Riesz 引理取一个子列几乎处处收敛, 那么极限唯一即得.
3. 由 Lusin 定理 (周民强 P121 推论 3.10) 故可以拿连续函数逼近一个可测函

数, 连续函数又可以被多项式函数逼近, 即得.(注: 第三题直接用 m(E − Fn) < 1/ϵ

推出几乎处处收敛是错的 (因为在趋于无穷的过程中可能会有无数个 Fn 不包含

x))
4. 对 n = 1, 2 . . . 记

Γn = {α : m ([−n, n] ∩Xα) > 0} .

只需证明 Γn 是可数, 这是因为

{α : m (Xα) > 0} =
∞⋃
n=1

Γn.

要证明 Γn 可数只需证明 {α : m ([−n, n] ∩Xα) > 1/k} 有限 (原因与刚刚类似). 而
这个有限是因为

m([−n, n]) ≥ m(∪m
i=1[−n, n] ∩Xα) =

m∑
i=1

m([−n, n] ∩Xi) ≥ m/k (1)

所以 m 至多有限不然矛盾.
6. 任意开集上积分都为 0, 可以推出任意闭集的积分也为 0, 再由 Borel 集和

可测集的关系可以推出任意可测集积分为 0. 考虑 E+ = {x ∈ [a, b] : f(x) > 0}
和 E− = {x ∈ [a, b] : f(x) < 0}, 由

∫
E+

f = 0 我们可以推出 m(E+) = 0 同理对

m(E−) = 0, 故 f = 0 几乎处处成立.
10.
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证明. 1)
⋃∞

k=−∞ Fk =
⋃∞

k=−∞ f−1
((
2k, 2k+1

])
= f−1

(⋃∞
k=−∞

(
2k, 2k+1

])
= {f(x) >

0}.
2) 证明相互夹就可以了

1

2

∫
f(x)dx =

1

2

∞∑
k=−∞

∫
Fk

f(x)dx

≤
∞∑

k=−∞

2km (Fk)

≤
∞∑

k=−∞

∫
Fk

f(x)dx =

∫
f(x)dx

又
∞∑

k=−∞

2km (Fk) ≤
∞∑

k=−∞

2km (E2k)

≤
∞∑

k=−∞

2k

(
∞∑
n=k

m (Fn)

)

=
∞∑

n=−∞

(
n∑

k=−∞

2km (Fn)

)
= 2

∞∑
n=−∞

2nm (Fn)

12. 两边分别考虑一个不等式

证明. ∫
E

|f − g|
1 + |f − g|

=

∫
E∩|f−g|>ϵ

|f − g|
1 + |f − g|

+

∫
E∩|f−g|≤ϵ

|f − g|
1 + |f − g|

≤ m(|f − g| > ϵ) +
ϵ

1 + ϵ
m(E)

(2)

以及 (切比雪夫不等式)

ϵ

1 + ϵ
m(|f − g| > ϵ) ≤

∫
E

|f − g|
1 + |f − g| (3)

类似可以考虑在该题条件下, 几乎处处收敛是否可以度量化？(不可以, 为什么？
)

16. 这个证明思想比较重要: 即先证明对阶梯函数成立, 再由稠密性推广到所
有可积函数上去. 有人在 16 题上用 Riemann 积分的中值定理, 这对 Lebesgue 积
分是不成立的
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(Riemann-Lebesgue) 设 f ∈ L(R), 且 i ∈ C 为虚数单位. 定义一个新的, 与 f

有关的的函数 f̂ 如下

f̂(ξ) :=

∫
R
f(x)e−ixξdx, ξ ∈ R.

它的定义域为 R, 值域含于 C. 称这样定义出来的 f̂ 为可积函数 f 的 Fourier
变换. Fourier 变换把一个函数变成另一个函数, 且这样的定义是有意义的 (即, f̂
几乎处处有限). Riemann-Lebesgue 引理的内容就是

lim
|ξ|→∞

f̂(ξ) = 0.

证明. 我们只证明对任意可积函数 f , 因为具有紧支集的阶梯函数在可积函数中稠
密. 因此, 我们考虑先对阶梯函数 g 证明 (2.3), 又由阶梯函数的定义, 它是有限个
矩体上特征函数的线性组合, 而一维矩体就是区间, 所以我们将问题简化为先证明
对 h(x) = χ(a,b)(x) 去证明

lim
|ξ|→∞

ĥ(ξ) = 0

成立. 上式等价于
lim

|ξ|→∞

∫ b

a

e−ixξdx = 0.

通过数学分析知识 (积分换元) 以及等式 eiθ = cos θ + i sin θ, 易知上式成立.
因此, 由稠密性, 即, 对任意 ε > 0, 存在相应的一个具有紧支集的阶梯函数 g 使得∫

R
|f(x)− g(x)|dx < ε

由前面的分析, 知
lim

|ξ|→∞
ĝ(ξ) = 0.

因此对上述 ε, 存在 N > 0 使得对一切 |ξ| > N 都有 |ĝ(ξ)| < ε. 从而当
|ξ| > N 时, 有

|f̂(ξ)| ≤ |f̂(ξ)− ĝ(ξ)|+ |ĝ(ξ)| =
∣∣∣∣∫

R
(f(x)− g(x))e−ixξdx

∣∣∣∣+ |ĝ(ξ)|

≤
∫
R
|f(x)− g(x)|dx+ |ĝ(ξ)|

≤ ε+ ε = 2ε.

这就证明了命题, 其中利用了事实
∣∣e−ixξ

∣∣ ≡ 1. 注: 把 f ∈ L(R) 改成 f ∈
L (Rn) 也对.
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17. 这个结论可以推广到一般得 Lp 空间, 设 E 可测，则：当 1 ≤ p < ∞
时，Lp(E) 可分；当 p = ∞ 时，L∞(E) 不可分. 首先把周民强书 163 页定理
4.18 的证明推广一下, 可以证明具有紧支集的简单函数在 Lp(E) 中稠密, 再考虑
有理数即可 (见周民强 P260 页的证明). L∞(E) 不可分利用反证法 (考虑函数族
ft(x) = χ(0,t)(x), 0 < t < 1).

18. 此即为周民强书 P153 页例 9(利用 Tonelli 定理即得)
19. 设 1 ≤ p < ∞, f(x) 在 E ⊂ Rn 可测, 则∫

E

|f(x)|p dx = p

∫ ∞

0

λp−1m{x ∈ E : |f(x)| > λ}dλ.

证明. ∫
E

|f(x)|p dx =

∫
E

(∫ |f(x)|

0

pλp−1 dλ
)

dx

=

∫
E

(∫ ∞

0

pλp−1χ(0,|f(x)|)(λ)dλ
)

dx

=

∫ ∞

0

(∫
E

pλp−1χ(0,|f(x)|)(λ)dx
)

dλ

=

∫ ∞

0

pλp−1

(∫
E

χ(0,|f(x)|)(λ)dx
)

dλ

又 ∫
E

χ(0,|f(x)|)(λ)dx =

∫
{x∈E:|f(x)|>λ}

1 dx = m{x ∈ E : |f(x)| > λ}dλ.

这就证明了∫
E

|f(x)|p dx = p

∫ ∞

0

λp−1m{x ∈ E : |f(x)| > λ}dλ.
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